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関根 雅 

 

本論⽂は、不完備な⾦融市場における証券リスクプレミアムの形成メカニズムを、平均場
ゲーム理論（Mean Field Game Theory） の枠組みを⽤いて解明することを⽬的とする。具
体的には多数の異質な投資家が、それぞれ個々の効⽤を最⼤化するような取引戦略を執⾏
する場合において、証券のリスクプレミアムが市場均衡を通じて内⽣的に形成される過程
をモデル化し、その分析を⾏う。市場均衡の分析においては新しい型の平均場⼆次成⻑型後
退確率微分⽅程式が現れるが、本論⽂では⼀定の条件下におけるその⽅程式の可解性につ
いて議論するとともに、その⽅程式の解を⽤いて表現されるリスクプレミアム過程が漸近
的な市場均衡を達成することを証明した。 
 
背景と問題意識 

⾦融市場は、多数の投資家が⾃⾝の利得を最⼤化するために⽇々取引を⾏う「多⼈数ゲー
ム」の場として捉えることができる。しかし、従来の数理ファイナンスや⾦融経済学のモデ
ルでは、市場環境は外⽣的に仮定されることが多かった。これらのモデルでは、所与とした
市場環境に対して投資家がどのように⾏動するかは分析できるものの、そうした投資家の
⾏動⾃体が全体として市場にどう影響するかまでは分析できない。このような状況を捉え
るためには、投資家間の相互作⽤を考慮しながら市場環境、特に資産価格が内⽣的に決定さ
れる過程を記述するモデルが必要となる。また、従来の資産価格形成モデルでは、代表的個
⼈の存在を仮定することが多いが、この仮定では個々の投資家が異なる情報やリスク選好
に基づいて多様な投資戦略を採⽤する現実の状況を⼗分に描写することができないという
問題がある。 

こうした課題を克服するためには、多数の異質な投資家が競争的または協⼒的な⾏動を
とる中で、資産価格がどのように形成されるかを内⽣的に記述する、多⼈数ゲームの枠組み



による理論モデルが必要となる。しかし、多⼈数ゲームにおける均衡の厳密な求解は複雑に
連⽴した最適制御問題につながり、数学的に極めて困難な問題となる。 

 
平均場ゲーム理論の導⼊と本論⽂の研究⼿法 

多⼈数ゲーム問題に対する強⼒なツールとして、Lasry & Lions (2007) や Huang, 
Malhamé & Caines (2006) がそれぞれに独⽴に「平均場ゲーム理論」を提唱した。この理論
では多⼈数ゲームを、⼀定の仮定のもとで⼀⼈のプレイヤーの最適制御問題と、システム全
体の状態に関する固定点問題に置き換えることで、解析を可能にした。また平均場ゲームの
解が、⼀定の仮定のもとで元の多⼈数ゲームのナッシュ均衡の近似解を提供することも知
られている。 

平均場ゲーム理論には、主に 2 つの分析アプローチがある。⼀つは、Hamilton-Jacobi-
Bellmann（HJB）⽅程式と Fokker-Planck（FP）⽅程式からなる連⽴⾮線形偏微分⽅程式を
⽤いる解析的アプローチであり、もう⼀つは、Carmona & Delarue (2013) による、前進後
退確率微分⽅程式（Forward-Backward Stochastic Differential Equations, FBSDEs）を⽤い
て定式化する確率論的アプローチである。 

本論⽂では、平均場ゲーム理論を⽤いて不完備市場における資産価格形成モデルを構築
することを⽬的としている。平均場ゲーム理論を資産価格形成理論に応⽤した既存の研究
では、Carmona & Delarue (2013)による確率論的アプローチを採⽤し、市場均衡を達成す
る証券価格を McKean-Vlasov型の FBSDEによって特徴付けている。しかし、FBSDEの解
の存在や⼀意性は Peng & Wu (1999) の研究結果の様な幾つかのケースに限られている。
したがって既存の資産価格形成理論の研究においても FBSDE の可解性を保証するために、
効⽤関数（コスト関数）や市場のダイナミクスについて強い仮定を置く必要があった。特に、
この枠組みでは経済学において⼀般的に⽤いられる指数型、冪型、対数型といったクラスの
効⽤関数を扱うことは出来なかった。 

本論⽂はこの問題を克服するため、Hu, Imkeller & Müller (2005) によって開発された最
適マルチンゲール法（optimal martingale method）を採⽤する。この⼿法は指数型、冪型、
対数型といった標準的な効⽤関数クラスの動学的確率的最適化問題に適⽤可能であり、ま
た最適制御を特徴づける⽅程式として、FBSDEではなくBSDEを扱う。特に指数型効⽤の
最適化に際しては⼆次成⻑型 BSDE（quadratic-growth BSDE, qg-BSDE） が現れる。なお、
qg-BSDEの可解性に関する結果は Kobylanski (2000) がよく知られている。Hu, Imkeller & 
Müller (2005) の⼿法は本研究の⽬的である指数型効⽤関数を持つ投資家の最適化問題を
解き、かつその結果を均衡モデルに拡張する上で極めて有効である。 
 
本論⽂の⽬的と主要な貢献 

本論⽂では、平均場ゲーム理論を応⽤して不完備市場における資産価格モデルを構築す
ることを⽬的としている。特に投資家が指数型効⽤関数（exponential-type utility function） 



を持ち、かつ効⽤関数におけるパラメータについて異質である状況を考える。本論⽂の主要
な貢献は以下の通りである。 
1) 新しい型の平均場 qg-BSDEとその解の存在証明 

多⼈数極限における市場均衡を特徴付ける平均場 qg-BSDEを導出し、また⼀定の条件
下におけるその⽅程式の解の存在を証明した。この平均場 qg-BSDEは、ドリフト項に
おいて確率積分項の被積分確率過程とその確率過程の条件付期待値の両⽅に関して⼆
次成⻑の特性を持つ、新しい型の⽅程式である。 

2) 市場均衡条件の検証 
全ての投資家がそれぞれ各⾃の最適取引戦略を執⾏する場合に、上記の平均場 qg-
BSDE の解によって特徴付けられるリスクプレミアム過程が、多⼈数極限において市
場均衡条件（需給⼀致条件）を漸近的に達成することを証明した。 

3) 半解析的解の導出 
特殊な枠組み(Exponential Quadratic Gaussian framework)で均衡モデルを再定式化し、
平均場 qg-BSDEの解が連⽴ Riccati 型常微分⽅程式の解を⽤いて半解析的に表現でき
ることを⽰した。特にこの枠組みの導⼊により、均衡モデルの数値解析が可能となっ
た。 

4) モデルの拡張: 以下の 2つのモデルを構築した。 
A. 消費習慣形成を考慮した均衡モデル: 投資家の消費⾏動と消費習慣形成（habit 

formation） をモデルに組み込み、均衡におけるリスクプレミアム過程を内⽣的に
導出した。 

B. 部分観測市場における均衡モデル: 投資家が市場の情報を完全には観測できない
市場(部分観測市場)における均衡を考え、Kalman-Bucy フィルター理論を⽤いて、
そのような市場におけるリスクプレミアム過程を内⽣的に導出した。 

 
論⽂の構成 

本論⽂は 7つの章で構成され、3つの新しい資産価格形成モデルを提⽰する。まず第１章
では本研究の背景や着想に⾄った経緯、⽅法論や⽬的を紹介する。第 2章では、本論⽂を通
して頻繁に使⽤される関数空間などの記法を定義する。第 3 章では、本研究分野における
先⾏研究を概観する。特に、Fujii & Takahashi (2022) による研究を詳細にレビューすると
ともに本論⽂の研究との違いを説明することで、本研究の動機と独⾃性を明確にする。第 4
章は、Fujii & Sekine (2024) に基づき、本論⽂の基本モデルとなる不完備市場における平均
場均衡価格形成モデルを構築する。この章では、指数型効⽤関数を持つ異質な投資家を想定
し、最適マルチンゲール法を⽤いて各投資家の最適投資問題を解く。さらに、均衡を特徴付
ける平均場 qg-BSDEを導出し、その可解性について議論し、市場均衡条件を漸近的に満た
すリスクプレミアム過程を内⽣的に導出する。 



第 5章は、Fujii & Sekine (2025) に基づき、第 4章のモデルを拡張し、投資家の消費⾏
動と消費習慣形成を考慮したモデルを構築する。この投資家の消費⾏動を加味した場合、
Hu, Imkeller & Müller (2005) で提⽰された⼿法はそのままでは適⽤できず、⼀定の⼯夫を
する必要がある。なおモデルにおいても、同様のタイプの平均場 BSDE が導出され、その
可解性を証明する。さらに、EQG の枠組みを⽤いて半解析的な解を導出する。 
第 6章は、Sekine (2025) に基づき、第 4章のモデルをさらに拡張し、投資家が市場情報

を部分的にしか観測できないモデルを構築する。Kalman-Bucy フィルターを⽤いてリスク
プレミアムを推定する状況をモデルに組み込み、そのような市場において均衡リスクプレ
ミアムがどのように形成されるかを分析する。この章では、簡単な数値シミュレーションを
通じて、モデルのダイナミクスを視覚的に提⽰する。最後に第 7章では、論⽂全体の要約を
⾏い、構築したモデルの利点と限界、そして今後の研究課題について議論する。 
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